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	RESUMEN

	El presente trabajo analiza la aplicación del algoritmo de Levenberg–Marquardt (LM) como método de optimización para el entrenamiento de redes neuronales multicapa. Este enfoque combina la rapidez del método de Gauss–Newton con la estabilidad del gradiente descendente, ajustando dinámicamente un parámetro de amortiguamiento que regula su comportamiento. Se desarrolló un marco teórico que explica su formulación matemática a partir de la expansión de Taylor, el cálculo del gradiente y el Jacobiano, y su adaptación al aprendizaje supervisado. Los resultados experimentales demuestran que LM mejora significativamente la velocidad de convergencia y la precisión del modelo respecto a métodos de primer orden, logrando un error cuadrático medio notablemente menor. Esto confirma su efectividad para optimizar funciones altamente no lineales y complejas en redes neuronales.
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	ABSTRACT 

	This work analyzes the application of the Levenberg–Marquardt (LM) algorithm as an optimization method for training multilayer neural networks. This approach combines the speed of the Gauss–Newton method with the stability of gradient descent, dynamically adjusting a damping parameter that regulates its behavior. A theoretical framework was developed to explain its mathematical formulation based on the Taylor expansion, the computation of the gradient and the Jacobian, and its adaptation to supervised learning. Experimental results show that LM significantly improves both the convergence speed and the accuracy of the model compared to first-order methods, achieving a noticeably lower mean squared error. This confirms its effectiveness in optimizing highly nonlinear and complex functions in neural networks.
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	INTRODUCCIÓN

	El entrenamiento eficiente de redes neuronales artificiales constituye un aspecto fundamental en el ámbito del aprendizaje automático, especialmente en problemas que involucran funciones de error altamente no lineales y espacios de parámetros de gran complejidad. Los métodos tradicionales de optimización, como el descenso por gradiente, presentan limitaciones inherentes relacionadas con la lentitud en la convergencia, la sensibilidad a la tasa de aprendizaje y la propensión a quedar atrapados en mínimos locales, lo que puede comprometer la estabilidad del proceso de aprendizaje (A. Ranganath, 2024).

	 

	Ante estas limitaciones, el algoritmo de Levenberg–Marquardt (LM) se ha consolidado como una alternativa eficiente para la optimización de redes neuronales multicapa. Este método combina la rapidez del algoritmo de Gauss–Newton con la estabilidad del gradiente descendente, introduciendo un parámetro de amortiguamiento λ que se ajusta dinámicamente durante el proceso de entrenamiento. Dicho parámetro permite controlar el tamaño del paso de actualización, logrando un equilibrio entre la exploración del espacio de soluciones y la estabilidad numérica del procedimiento (Adhirai Subramaniyam, 2019).

	El enfoque de Levenberg–Marquardt puede considerarse una aproximación de segundo orden al minimizar el error cuadrático medio, sin requerir el cálculo explícito del Hessiano. Gracias a esta característica, el algoritmo presenta una convergencia más rápida y precisa en comparación con los métodos de primer orden, lo que lo hace especialmente adecuado para problemas de regresión no lineal, predicción y clasificación (Adrien B. Taylor J. H., 2015).

	 

	METODOLOGÍA 

	 El algoritmo de Levenberg-Marquardt es una variación del método de Newton, que fue diseñado para minimizar funciones que son sumas de cuadrados de otras funciones no lineales. Esto resulta muy adecuado para el entrenamiento de redes neuronales donde el índice de rendimiento que es el error cuadrático medio. Este texto se centra en demostrar como el algoritmo fusiona lo mejor de los algoritmos (Newton y Gradiente Descendente) más eficientes para solución numérica, integrándolo en el entrenamiento de redes neuronales paramétricas multicapa (Adrien B. Taylor Y. D., 2021).

	Ahora bien, para comprender el algoritmo hay que sentar las bases para descifrarlo. Para ello nos centraremos en las superficies de rendimiento y puntos óptimos y optimización del rendimiento, tomando en cuenta algoritmos de solución numérica y series de potencias (Alexandru Damian, 2022).

	Superficie de rendimiento y punto optimo

	Aprendizaje y rendimiento

	Existen varias leyes de aprendizaje diferentes que se incluyen en la categoría de aprendizaje por rendimiento o desempeño. Estas leyes de aprendizaje se distinguen por el hecho de que durante el entrenamiento los parámetros de la red (pesos y bias o sesgos) se ajustan en un esfuerzo para optimizar el rendimiento de la red (Antoine Lesage-Landry, 2020).

	Índice de rendimiento

	Hay dos pasos involucrados en este proceso de optimización. El primero es definir que entendemos por rendimiento. En otras palabras, debemos encontrar una medida cuantitativa del desempeño de la red, llamada índice de rendimiento, que es pequeño cuando la red funciona bien y grande cuando la red funciona mal (Aryan Mokhtari, 2017).

	El segundo paso del proceso de optimización es de buscar el espacio de parámetros (ajustar los pesos y sesgos de la red) para reducir índice de rendimiento (Mou Wu, 2020).

	Serie de Taylor

	Supongamos que el índice de rendimiento que se quiere minimizar está representado por , donde  es el parámetro escalar que estamos ajustando. Supondremos que el índice de rendimiento es una función analítica (P. Baldi, 2016). Entonces puede representarse mediante su desarrollo en la expansión de la serie de Taylor sobre algún punto nominal cualquiera :

	
		
				 

				

				(1)

		

	

	Caso vectorial.

	Por supuesto, el índice de rendimiento de la red neuronal no será una función de un escalar . Será función de todos los parámetros de la red (pesos y bias), de los cuales puede haber un número muy grande. Por lo tanto, necesitamos extender la expansión de Taylor a funciones de muchas variables (C. Uriarte, 2024). 

	Consideremos la siguiente función de variables:
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	El desarrollo de la serie de Taylor para esta función, respecto al punto , seria:

	
		
				 

				

				(3)

		

	

	Esta notación se nota engorrosa y compleja, pero es más conveniente escribirla de la siguiente forma:
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	Donde es el gradiente, y se define como:

	
		
				 

				

				(5)

		

	

	Y  es el Hessiano, y se define como:

	
		
				 

				

				(6)

		

	

	 

	El gradiente y el Hessiano son muy importantes para comprender las superficies de rendimiento utilizando la derivada de dirección (Chunfu Guo, 2023).

	Derivada direccional

	El enésimo elemento del gradiente, , es la primera derivada del índice de rendimiento  a lo largo del eje . El enésimo elemento de la diagonal  de la matriz Hessiana, , es la segunda derivada del índice de rendimiento  a lo largo del eje . ¿Qué pasaría si necesitamos saber la derivada de la función en una dirección arbitraria? Sea  un vector en la dirección en la que deseamos conocer la derivada (R. B. Yunus, 2024). Esta derivada direccional puede ser calculada a partir de:
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	La segunda derivada a lo largo de  también se puede calcular.
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	Mínimos

	Recordemos que el objetivo del aprendizaje del rendimiento será optimizar el índice de rendimiento de la red. Definiremos que se entiende por punto óptimo. Supongamos que el punto óptimo es un mínimo del índice de rendimiento. Las definiciones se pueden modificar fácilmente para problemas de maximización (D. Rotondo, 2024).

	Mínimo fuerte. 

	El punto  es un mínimo fuerte de  si un escalar  existe, tal que  para todo  tal que .

	En otras palabras, si nos alejamos de un mínimo fuerte una pequeña distancia en cualquier función, la función aumentara.

	Mínimo global.

	 El punto  es un mínimo global único de  si  para todo .

	Para un mínimo fuerte simple, , la función puede ser menor que  en algunos puntos fuera de un pequeño grupo de . Por lo tanto, a esto a veces de le llama mínimo local. Para un mínimo global, la función será mayor que el punto mínimo en cualquier otro punto del espacio de parámetros (Damien Lee, 2023).

	Mínimo débil. 

	El punto  es un mínimo débil de  si no es un mínimo fuerte, y el escalar  existe, tal que  para todo  tal que .

	No importa en qué dirección nos alejemos del mínimo débil, la función no puede disminuir, aunque puede haber algunas direcciones en las que no cambie (Dongsheng Guo, 2017).

	Condiciones necesarias para la optimización

	Habiendo definido lo que ahora entendemos por punto óptimo (mínimo), pasaremos a identificar algunas condiciones que dicho punto debe de satisfacer (R. Dehghani, 2018). Usando nuevamente la expansión de Taylor para derivar estas condiciones:
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	Donde

	
		
				 

				

				(10)

		

	

	 

	Condiciones de primer orden

	Si  es muy pequeño, entonces los términos de orden superior en la ecuación (9) será insignificante y podemos aproximar la función como:
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	El punto  es un punto mínimo candidato, lo que significa que la función debe subir (o al menos no bajar) si  no es cero. Para que esto suceda, el segundo término de la ecuación (11) no debería ser negativo (Shuvomoy Das Gupta, 2023). En otras palabras:
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	Sin embargo, si el termino es positivo,
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	Entonces, esto implicaría que

	
		
				 

				

				(14)

		

	

	 

	Pero esto es una contradicción, ya que  debería ser un punto mínimo. Por lo tanto, la ecuación (12) debe ser cierta y la ecuación (13) debe ser falsa, la única alternativa debe ser que:
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	Como esto debe ser cierto para cualquier , tenemos
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	Por lo tanto, el gradiente debe ser cero en un punto mínimo. Esta es una condición de primer orden, necesaria (pero no suficiente) para que  sea un mínimo local. Cualquier punto que satisfaga la ecuación (16) se llaman puntos estacionarios (Gleich, 2017).

	Condiciones de segundo orden

	Supongamos que tenemos un punto estacionario . Dado que el gradiente de  es cero en todos los puntos estacionarios, la expansión de la serie de Taylor será

	
		
				 

				

				(17)

		

	

	Como antes se consideró solo aquellos puntos en un pequeño grupo de , de modo que  sea pequeño y  pueda aproximarse mediante los dos primeros términos de la ecuación (17). Por lo tanto, existirá un mínimo fuerte en  si

	
		
				 

				

				(18)

		

	

	Funciones cuadráticas

	Hay un tipo de índice de rendimiento que es universal: la función cuadrática. Esto es cierto porque hay muchas aplicaciones en las que aparece la función cuadrática, pero también porque muchas funciones pueden aproximarse por medio de estas funciones en grupos pequeños, especialmente cerca de puntos mínimos locales (Hawraz N. Jabbar, 2021).

	Usaremos la siguiente forma general de la función cuadrática:

	
		
				 

				

				(19)

		

	

	Donde la matriz  es simétrica. (Si la matriz no es simétrica se puede reemplazar por la matriz simétrica que produzca  (Huanshui Zhang, 2024).

	Para encontrar el gradiente de esta función, usaremos las siguientes propiedades útiles del gradiente:
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	Donde  es un vector constante, y:
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	Ahora podemos calcular el gradiente de :
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	Y de manera similar podemos encontrar el Hessiano:

	
		
				 

				

				(23)

		

	

	Optimización del rendimiento

	Ya que se tiene comprendido como analizar una superficie de rendimiento para determinar las condiciones que deben satisfacer los puntos óptimos, usaremos nuevamente la expansión de la serie de Taylor, en este caso para desarrollar un algoritmo que localice los puntos óptimos. Agregando a todo, cabe aclarar que cada algoritmo es iterativo (Ivan Perez Avellaneda, 2023).

	Para nuestro propósito, la palabra optimizar significara encontrar el valor de  que minimice  (Shuvomoy Das Gupta, 2023). Se parte de una suposición inicial, , y luego se actualiza esa suposición en etapas de acuerdo con una ecuación de la forma:
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	o de la forma:
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	Donde el vector  representa una dirección de búsqueda, y el escalar positivo  es la taza de aprendizaje, que determina la longitud del paso o el desplazamiento (Jaehoon Lee, 2019).

	Gradiente descendente 

	Cuando se actualiza la estimación del punto óptimo (mínimo) usando la ecuación (24), se quiere que la función disminuya en cada iteración. En otras palabras:
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	Aquí se genera una interrogante ¿Cómo podemos elegir una dirección, , de modo que, para una tasa de aprendizaje, , lo suficientemente pequeña, esta pueda ir en descenso? Podemos considerar la expansión de la serie de Taylor de primer orden (ver ecuación (4)) de  sobre la suposición :
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	Donde  es el gradiente evaluado en la suposición :
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	Para que  sea menor que , el segundo termino en el lado derecho de la ecuación (27) debe ser negativo:
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	Ahora se selecciona un  que sea más pequeño, pero mayor que cero. Esto implica que:
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	Dirección de descenso

	Cualquier vector  que satisfaga la ecuación se llama dirección de descenso. La función debe disminuir si damos un paso lo suficientemente pequeño en esa dirección. Esto nos lleva a otra pregunta ¿Cuál es la dirección del descenso más pronunciado? (¿En qué dirección la función disminuirá más rápidamente?).

	Esto ocurrirá cuando
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	es más negativo. (Se asume que la longitud de  no cambia, solo su dirección). Este es un producto interno entre el gradiente y el vector de dirección. Será más negativo cuando el vector de dirección sea el gradiente. Por lo tanto, un vector que apunta en la dirección de descenso más pronunciada es
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	Descenso más pronunciado (gradiente descendente)

	Usando esto en la iteración de la ecuación (24) se produce el método del descenso más pronunciado o descenso de gradiente:
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	Tasa de aprendizaje. 

	Para el descenso de gradiente, existen dos métodos generales para determinar la tasa de aprendizaje, . Un enfoque es minimizar el índice de rendimiento  con respecto a  en cada iteración. En este caso estamos minimizando a lo largo de una línea representada por:
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	Método de Newton

	La derivación del algoritmo del descenso de gradiente se basó en la expansión de la serie de Taylor de primer orden. El metodo de Newton se basa en la serie de Taylor de segundo orden (Taylor Simons, 2019):
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	El principio detrás de este método es localizar el punto estacionario de una aproximación cuadrática de . Si utilizamos la ecuación (22) para tomar el gradiente de esta función cuadrática con respecto a  e igualarlo a cero, obtenemos:
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	Resolviendo para  tenemos:
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	Entonces se define el método de Newton como:

	
		
				 

				

				(38)

		

	

	      

	RESULTADOS 

	Algoritmo Levenberg-Marquardt

	Comencemos considerando la forma del método de Newton donde el índice de rendimiento es una suma de cuadrados (Taylor Simons, 2019). Recordemos que el método de Newton para optimizar el índice de rendimiento  es (38) donde:

	
		
				 

				

				(39)

		

	

	Si asumimos que  es una función de suma de cuadrados:

	
		
				 

				

				(40)

		

	

	Entonces, el jth (ésimo) elemento del gradiente seria:
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	Por lo tanto, el gradiente se puede expresar en forma matricial:
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	Donde:

	
		
				 

				

				(43)

		

	

	La expresión anterior es la matriz Jacobiana.

	A continuación, encontramos la matriz Hessiana. Los  elementos de la matriz serian:
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	La matriz Hessiana de los elementos se puede expresar en su forma matricial:

	
		
				 

				

				(45)

		

	

	Donde

	
		
				 

				

				(46)

		

	

	Si se asume que  es pequeño, podemos aproximar la matriz Hessiana como:

	
		
				 

				

				(47)

		

	

	 

	Si luego se sustituye la ecuación (47) y la ecuación (42) en la ecuación (38), obtendremos el método de Gauss-Newton:
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	La gran ventaja del algoritmo de Gauss-Newton sobre el método estándar de Newton es que no requiere el cálculo de segundas derivadas (Jamie M. Taylor, 2022).

	Un problema con el método de Gauss-Newton es que la matriz  puede no ser invertida (Weilong Liao, 2022). Este problema se puede superar utilizando la siguiente modificación de la matriz Hessiana aproximada:
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	Para determinar cómo esta matriz puede hacerse invertible, podemos suponer que los valores y vectores propios (eigenvalues & eigenvectors) de  son  y  (Yuan-Yuan Cheng, 2025). Se tiene:
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	Por lo tanto, los vectores propios de  son los mismos vectores propios de , y los valores propios de  son .  puede definirse como positivo aumentando  hasta  para todos , y de esa manera la matriz será invertible (Jesse Chan, 2020).

	Esto nos lleva al algoritmo Levenberg-Marquardt:
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	O:

	
		
				 

				

				(52)

		

	

	Este algoritmo tiene la característica muy útil de que, a medida que  se aumenta, se acerca al algoritmo del gradiente descendente con una taza de aprendizaje muy pequeña:
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	Mientras que  se reduce a cero, el algoritmo de convierte en Gauss-Newton (Yunjin Tong, 2020).

	El algoritmo comienza con  estableciendo un valor pequeño (ejemplo, ). Si un paso no produce un valor menor para , entonces el paso se repite con  multiplicado con algún factor  (ejemplo, ). Finalmente  debería disminuir, ya que estaríamos dando un paso en la dirección del gradiente descendente. Si un paso produce un valor menor para , entonces  es dividido por  para el siguiente paso, de modo que el algoritmo se acerque a Gauss-Newton, lo que debería proporcionar una convergencia más rápida. El algoritmo proporciona un buen compromiso entre la velocidad del método de Newton y la convergencia garantizada del gradiente descendente (John Taylor, 2022).

	Ahora veamos cómo podemos aplicar el algoritmo al problema del entrenamiento de redes multicapa. El índice de rendimiento para el entrenamiento de redes multicapa es el error cuadrático medio. Si cada objetivo ocurre con la misma posibilidad, el error cuadrático medio es proporcional a la suma de los errores cuadráticos de los objetivos  en el conjunto de entrenamiento:
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	Donde  es el ésimo (th) elemento del error para el ésimo (th) par entrada/objetivo del entrenamiento.  el número de neuronas por capa,  es la salida o resultado de la red,  el número de capas de la red (Marcus Carlsson, 2025).

	La ecuación (54) es equivalente al índice de rendimiento, ecuación (40), para el cual se diseñó el algoritmo Levenberg-Marquardt. Por lo tanto, debería ser sencillo adaptar el algoritmo para el entrenamiento de la red. Resulta que esto es cierto en concepto, pero requiere cierto cuidado al resolver los detalles (Zheyuan Hu, 2023).

	Comparación del Gradiente Descendente vs Levenberg-Marquardt

	Caso 1. Función de Himmelblau

	La Figura 1(a) y (b) ilustran la comparación entre los algoritmos de Descenso por Gradiente (GD) y Levenberg–Marquardt (LM) aplicados a la función de Himmelblau, una superficie clásica de prueba en optimización no lineal definida por:
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	Figura 1

	Trayectorias con puntos arbitrarios con vistas en el plano superficial y tridimensional

	
		
				
	a) [image: Image][image: Image]                                                                                                  b)



		

	

	Los resultados demuestran que:

	
		LM desciende la superficie de forma casi directa hacia los valles de mínimo, aprovechando la información del Jacobiano para ajustar la dirección y magnitud del paso.

		GD, en cambio, desciende con movimientos más conservadores, perdiendo eficiencia cuando la superficie presenta curvaturas pronunciadas o zonas planas.



	Ambos métodos alcanzan los mismos puntos mínimos (los cuatro valles característicos de Himmelblau), pero con un tiempo de convergencia radicalmente menor para LM (promedio de 5.8 iteraciones frente a 110.8 para GD).

	Esto evidencia la capacidad del algoritmo LM para adaptar su paso mediante el parámetro de amortiguamiento λ, que le permite comportarse como Gauss–Newton cerca de la solución (rápido) y como GD cuando está lejos del óptimo (seguro).

	Tabla 1

	Análisis numérico de GD vs LM

	
		
				Inicio

				Mínimo alcanzado

				Iteraciones GD

				Iteraciones LM

				Relación de mejora

		

		
				(-4.5, 4.0)

				(-2.805, 3.131)

				56

				5

				≈ 11× más rápido

		

		
				(0.0, 0.0)

				(3.000, 2.000)

				160

				7

				≈ 23× más rápido

		

		
				(4.5, -0.5)

				(3.584, -1.848)

				152

				7

				≈ 22× más rápido

		

		
				(-3.5, -3.5)

				(-3.779, -3.283)

				38

				4

				≈ 9× más rápido

		

		
				(5.0, 5.0)

				(3.000, 2.000)

				148

				6

				≈ 24× más rápido

		

	

	El análisis confirma que el método de Levenberg–Marquardt reduce drásticamente el número de iteraciones necesarias para alcanzar el mismo nivel de error, combinando la rapidez de Gauss–Newton con la estabilidad del descenso por gradiente.

	En este contexto sobre redes neuronales, este comportamiento se traduce en una optimización más eficiente del error de entrenamiento, una convergencia más estable y una mejor generalización del modelo.

	Caso 2. Entrenamiento de red neuronal y ajuste de función

	La Figura 2 muestra el ajuste de una red neuronal MLP de una sola capa oculta (25 neuronas) para una función altamente no lineal y oscilatoria definida como:

	
		
				 

				

				(56)

		

	

	Figura 2

	Ajuste de función oscilatoria altamente no lineal

	
		
				[image: Image]

		

	

	El modelo entrenado con el algoritmo Levenberg–Marquardt (LM) logra reproducir con gran precisión la forma general y los detalles finos de la función objetivo, incluso en regiones de alta curvatura y comportamiento oscilatorio, mientras que el modelo basado en Gradiente Descendente (GD) alcanza un ajuste aceptable, aunque presenta ligeras desviaciones en las transiciones rápidas y una tendencia a suavizar los picos y valles característicos de la señal. Esta diferencia se explica porque LM ajusta los pesos neuronales incorporando información de segundo orden mediante la aproximación , lo que le permite realizar pasos de corrección más amplios y estables en direcciones de menor curvatura del error. En contraste, GD se fundamenta únicamente en la pendiente del gradiente, lo que produce un avance más lento y dependiente de la tasa de aprendizaje seleccionada, afectando la velocidad y la estabilidad del proceso de convergencia.

	 

	DISCUSIÓN 

	Los resultados obtenidos en las simulaciones 2D, 3D y en el entrenamiento de la red neuronal confirman la superioridad del algoritmo Levenberg–Marquardt (LM) frente al Gradiente Descendente (GD). En los contornos bidimensionales, LM mostró trayectorias más directas y rápidas hacia los mínimos, mientras que GD presentó rutas más largas y oscilatorias. En el modelo tridimensional, LM descendió con mayor estabilidad por la superficie del error, aprovechando la información de curvatura que GD ignora. De forma análoga, en el ajuste de la función compleja, LM alcanzó una convergencia más rápida y precisa, reproduciendo fielmente las variaciones del objetivo.

	 

	CONCLUSIONES

	El estudio realizado demuestra que el algoritmo Levenberg–Marquardt (LM) constituye una alternativa altamente eficiente para el entrenamiento de redes neuronales multicapa y la optimización de funciones no lineales. A partir de las simulaciones 2D y 3D, así como del experimento de ajuste de una función compleja, se comprobó que LM alcanza los mínimos con trayectorias más estables y directas, reduciendo de forma significativa el número de iteraciones necesarias respecto al Gradiente Descendente (GD). Su capacidad para adaptar dinámicamente el parámetro de amortiguamiento 𝜆 le permite equilibrar la rapidez de Gauss–Newton con la estabilidad del descenso por gradiente, logrando una convergencia más rápida, precisa y menos sensible a las condiciones iniciales. En consecuencia, se concluye que LM es un método robusto y confiable para optimizar el aprendizaje supervisado, mejorando la eficiencia y la calidad del ajuste en redes neuronales aplicadas a problemas de alta complejidad.
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